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Consider a real-valued  continuous 

function f on x , x . Assume that f is differentiable on x , x and f x

f x , then there exists a point c ∈ x , x such that f t c .

Proof. f x , x

f x , x

x x

f t c

c ∈ x , x c ∈ x , x

f t c

f 

f 



f 

f 

Let f be a differen- 

tiable real-valued function on an interval I . Then, for any two different points 

x , x ∈ I , there exists a point c depending  on x and x such that

f x － f x
f t c x , x .  

x － x

Proof. h I 

h x
f x － f x

x － x x － x f x .

f x , f x

x , f x g  I g  f － h 

g f x

f h x , x x , x g

g x g x

c ∈ x , x gt c

f x － f x
f t c － x － x ,

f t c f x f x
x x

f c x , x



x , f x x , f x

Let f be a real-valued continuous function on a, b that 

is differentiable on a, b .



∈ 

－   

1. If f t x for all x ∈ a, b , then f is constant on a, b .

2. If  g  is another differentiable real-valued  function on a, b such that 

f t x gt x for all x ∈   a, b ,  then f and g  differ by a constant on 

a, b .

3. If f t x > for all x ∈  a, b , then f is strictly increasing function on 

a, b . If f t x < for all x ∈ a, b , then f is strictly decreasing function 

on a, b .

4. If f tt x > for all x ∈  a, b , then f is concave upward on the interval

a, b .

Proof. x , x a, b f x f x

c a, b

f t c f x f x t 

x x f x
x ∈ a, b

h x f x － g x ht x a, b

h x c c f 

g 

x , x a, b x < x

c x , x f x f x
x x f t c < 

x － x > f x － f x > f 

f x f x x － x f t x
x  x 

f tt c , 



a < c < b f tt c > 

f x > f x x － x f t x . 

x x x x x － x <  < 

f x > f x － x － x f t x . 

x x x x x － x

f x > f x x － x f t x . 

 －  

f x － f x >  f x f t x － x － x

－ f x － f t x x － x .

f x － f x > f x － f x f x ,

f 



n

Let f be a con-

tinuous function on a, b . Then,

b

f x dx F b － F a ,
a

where F is an antiderivative of f , i.e., F t f .

Proof. f a, b F 

f n a, b n 

D.x b a x a, x , x , . . . , xn  b 

F b － F a F xn － F x

F xn － F xn F xn － . . . － F x F x － F x

F xn － F xn . . . F x － F x
n

F xj － F xj
j

.

cj   

xj , xj 

F xj － F xj F xj － F xjF t cj xj  － xj
.D.x

F xj － F xj F t cj D.x. F f 

F t cj f cj 

n

F b － F a f cj D.x.
j



an → ∞ F b － F a b f x dx.

The Lagrange’s MVT  can be  used  tp prove 

:  If x > － , then

x n   nx,  for all n ∈ .

Proof. x   f t t n t ∈  , x f 

c ∈ , x

f x － f x － f t c .

x n  － xn c n  nx,

x n     nx － < x < 

f t t n t ∈ x, 

The Lagrange’s MVT can be used to prove the inequality

x  x for  x > . 

Equality holds if and only if x .  This inequality is widely used in infor- 

mation theory to establish the non negativity of the direct  divergence. This 

inequality is further used for proving the arithmetic mean is greater than or 

equal to the geometric mean.



c

b b

Proof. f , b f t t b > 

f 

c ∈ , b f b －f b－ f t c b  b

c ∈ , b b <  b <  bb c 

－ 
b 

< b < b － . 

> b b

b > < < x x > x

< x < b < b － 

b > x > x x > x 

x > 

x 

The Lagrange’s MVT can be used in establishing the follow- 

ing inequality

a  < a  b － b , 

where <  < and a, b are  positive real numbers. This inequality is used 

while proving the Holder inequality in Analysis.

Proof. f f t t  t > <  < 

f a, b f 



b  － a
b － a c

c  ∈ a, b c > b  > 

c > b

b  － a  > b － a b ,

The Lagrange’s MVT  can be used  to show that, for x > ,

the function x  is an increasing function of x while the function x
x  x

is a decreasing function of x.

Proof. f f t t t > 

f x > 

x － x 
c 

,

c ∈ x, x 

d x d 
x x x

dx x  dx 
－ 

x － x x
x 
－ 

x

x － x － 
x 

c 
－ x 

> .



x

x

x

－

b

x x  

x x x

d  
dx x

x d
dx 

x x － x

x － x x 

x － x － 
x

x 
－ 

x

c 
－ 

x
< .

x x

The Lagrange’s MVT can be used in establishing the formula

x dx 
b

, 
 

for   and b > . This approach  has some advantages over the traditional

approach found in many calculus textbooks.

Proof. f f t  t

c ∈ k － , k k

k
 

－ 
k  

c
 

. 

c ∈ k － , k k － < c  < k

k － <
k
 

－ 
k － 

 
< k .



k n

n

k

k －  < k
 

n

<
k

k .
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< 

n
<  . 

 n

n → ∞ n  
  ... n

n

b

x dx 
n  

  ... n
n

b .

b x dx  b

Let f be a function defined on a, b , and suppose f t c exists 
for some  c ∈ a, b .  Let g be differentiable  on an interval containing f c h

for h sufficiently small, and suppose  gt  in continuous at f c .   Then g ◦  f

differentiable at c and we have

g ◦  f t c gt f c f t c .

Proof. g 

g f h c － g f c gt f c h － f c ,

 f c h f c f c



f c h f c

－

h h  f t c f h f c h f c

h  f c f c h <  < f c gt 

f c h gt gt
h gt f c

gt f c f t c
h

gt
h

f c h － f c
h

h
gt f c h － f c

h

h

g f c h － g f c
h

g ◦  f t c .

The Lagrange’s MVT can also be used to introduce an infinite 

family of means, known as [9]. Define f x x , where 

 is a real parameter. We apply the Lagrange’s Mean Value Theorem to f on

the interval x, y . There exists a point c with x < c < y

f x － f y
f t c x, y

x － y

which is

c x, y
x   y   

.
x － y

Note that we have used c x, y instead of c to emphasize the dependence of c 

on x, y and .  From this, one obtains an infinite family of means by varying 

the parameter . These means are known as Stolarsky’s means.



 －

c x, y
√

xy.

 

c x, y
x y .

 → , 

c x, y
x － y 

.x － y

 → , 

yy
c x, y

e   xx
y x .

x y 

n 

n 

A x , x , · · · , xn
x x · · · xn

n

G x , x , · · · , xn
√
n  x x · · · xn.



x y

.

n 

x y 

x y  x y, 
L x, y

x  x y.

x, y z 

f x
x － y x － z

f y
y － z y － x

f z
z － x z － y f t c ,

{x, y, z}  < c < {x, y, z}
f t t  

c x, y, z
 － 

z y － x y x － z x x － y
x － y z － x y － x

 

c x, y, z
x y z .



 

 

－

 － , 

c x, y, z
√

xyz.

  . 

c  x, y, z
z － y z － x y － x

,
x z y x z y 

y  z x

c  x, y, z
z － y z － x y － x

.
xy z xz x xy y 

y  z x

 

c x, y, z
z z

z － x z － y
y y

y － x y － z
x x  .

x － y x － z

L x, y

L x, y
x  t

ydt. 
y

L x, y, z x  t  y 
z z

s
z dt ds.



x t x t xn tn
· ·

x x
· · ·

x

i ti , tn － n ti,

L 

L x, y, z
z － x z － y

. z z － x z － y

n x , x , · · · , xn

L x , x , · · · , xn
n  n  n

xn dt dt · · · dtn .

L x, y

L x, y
dt

tx － t y
.

L x , x , · · · , xn n － 
n

n

i

tixi dt  ,

n  t , t , · · · , tn ti  , n
i

dt dt dt · · ·  dtn



For distinct real numbers x , x , . . . , xn, the divided differ- 

ence of the function f －→ is defined as f x f x and

f x , x , ..., xn － f x , x , ..., xnf x , x , ..., xn x － xn

for all n  .

f x , x f x f x
x x

f x , x － f x , x
f x , x , x

x － x
f x f x

x x － 
f x f x

x x

x － x
x － x f x － x － x f x － x － x f x x － x f x

x － x x － x x － x
x － x f x x － x f x x － x f x

x － x x － x x － x



f x , x f t c x , x .  

c x x f 

c x x

f 

c

The functions f, h －→  satisfy the functional 

equation

f x, y h x y , x y 

if and only if f x ax bx c and h x ax b where  a, b, c are arbitrary 

real constants.

Proof. f 

f x － f y x － y h x y x y, 

x y f x － f x x － x h x x

f f c c 

f y 



f x xh x .  

xh x － yh y x － y h x y .  

h h c c 

h x －y 

－yh y yh y .

h y

－y 

xh x yh －y x y h x － y .

h 

xh x － yh y x y h x － y .  

x － y h x y x y h x － y .  



u x y v x － y vh u

uh v u, v ∈ h u au h

h u au b f x x ax b

f f x ax bx c

f x ax bx c 

h x ax b

The function f －→ satisfies the functional equation

f x － f y x － y f t 
x y , for  x y,

if and only if f x ax bx c where a, b, c are real constants.

If the quadratic polynomial f x ax bx c

with a , is a solution of the functional equation

f x h － f x hf t x h <  < , 

assumed for all x ∈  and h ∈  , then  .  Conversely, if a function f

satisfies the above functional differentiable equation with  , then the only

solution is a polynomial of degree at most two.

Proof. f x ax bx c 

a x h b x h c － ax － bx － c h a x h b ,

ah － a h －  



 

 h y － x 

f x － f y x － y f t x y x y f 

Let s and t be given real numbers. Then all differentiable 

functions f on the real line which satisfy

f x, y f t sx ty

for all real numbers x, y with x y are of the form

ax bx c, if s t 
f x

bx c, otherwise

where a, b, c are arbitrary constants.

Let s and t be  the real  parameters. The functions

f, g, h －→ satisfy

f x － g y
h sx tyx － y

for all x, y ∈ , x y if and only if



A tx

A ty

c b t
y

ax b, if  s t

ax b, if  s , t 

ax b, if  s , t 
f x

atx ax b,   if  s t 

t  b, if  s －t 

x b, if  s t

ay b, if s t

ay b, if s , t 

ay b, if s , t 
g y

aty ay b,   if s t 

t  b, if s －t 

y b, if s t

arbitrary with h a,  if s t

a, if s , t 

a, if s , t 
h y

ay b, if s t 
A ty

y  , if s －t , y 

, if s t ,

where A －→  is an additive function and a, b, c, ,  are arbitrary real



x

constants.

Proof. s t

s t

f x － g y
h , x － y

f x － ax g y － ay a h

f x ax b g y ay b, 

b  

h a h

s t

s t s t 

f x － g y
h ty .  

x － y

y f x g
x h f x b a

f x ax b, x , 

h a g b



ax b － g y x － y h ty ,  

x y x x 

h ty a g y h ty y b ay b, 

y ∈ x 

f b x ∈  

s t x 

g y yh yt b, 

y y 

f x xh sx c, 

x  g c

xh sx c － yh ty － b x － y h sx ty ,  



x y x y x  x  y  y
s t

x
s 

h x c － 
y x
t 
h y － b 

s 
－ 

y h x y ,  
t

x y tx sy

s t

xh x － yh y t b － c x － y h x y .  

x y 

b c

xh x － yh y x － y h x y ,  

x y x y y －y 

xh x yh －y x y h x － y ,  

x y x y y －x 

xh x xh －x xh . 



yh x y h x － y － x － y h x y ,  

x, y x y x － y u x y v x － y

u － v h uh v － vh u ,

v h u － h u h v － h ,

u, v, u － v u v

h u u a, 

u ∈  a h

u 

f x － g y x － y tx ty a ,

x y f x g x tx ax b

h y y a , a b 

s －t

xh x yh y b － c t x y h x y ,  



x y x y

xh x b － c t, x ,
A x

, x .

A x A y A x y ,  

x y x y A 

A 

A x A －x A xh x － xh －x b － c t 

y －y 

xh x － yh －y b － c t x － y h x － y .  

yh y yh －y x y h x y － x － y h x － y .

A y － A －y A x y － A x － y ,  

x, y, x y x － y x －x 



A y － A －y A －x y － A －x － y .  

A x y － A － x y A x － y － A － x － y .  

u x y v x － y A u

A －u A v A －v u, v, u － v u v

A u A －u , 

u  

xh x － xh －x b － c t , 

x s －t

f x － g y x － y h － x － y t .  

x y

f y － g x － x － y h x － y t .  



－

t t

f x － g y f y － g x x － y h － x － y t － x － y h x － y t

－  
b  c .  

t

A tx t g x － c x . 

A －tx －t f x － b ,  x . 

－tx A tx
f x － g x － b － c － b － c.

f x － g x f y － g y －
t 

b － c .  

 

A x A －x x

x A 



t  c,

－

f x A tx
t  b,

g y A ty

h y A y c b t
y  y  ,

b c 

s t s ±t x y 

y
s 

h y － 
x  y
t 
h x c － b 

s
x－  
t 

h x y ,  

x y ty sx

s t xh x － yh y x － y h x y

h x x b, 

 b 

xy
s t 

b － c,

x y tx sy sx ty s t



 b c

h x b. 

f, g h

If g f , the subcase 3.2 can be simplified. In fact for g f , 
the left side of Equation (1.3.9) for s －t is symmetric in x and y.  Using

this symmetry one can conclude that h is an even function. The evenness of

h implies that A in Equation (1.3.20) is additive.

In the subcase 3.3, h y is undefined at y .

The functional equation A x y A x A y has discon- 

tinuous solutions in addition to the continuous solutions of the form A x ax 

[8], where a is an arbitrary real constant. Since an additive function appears 

in the solution of Equation (1.3.9) for the subcase s －t, it follows that Equa- 

tion (1.3.9) has discontinuous  solutions. However, all continuous solutions of 

Equation (1.3.9) are polynomials of low degree.

The functions , f －→ satisfy the functional equation



f x , x t sx tx for all x, y ∈ with x y if and only if:

ax b, if  s t 

ax c, if s , t 

ax c, if s , t 
f x

atx ax b, if s t 

A tx
t  b, if s －t 

x b, if s t

arbitrary,  if  s t 

a, if s , t 

a, if s , t 
y

y a, if s t 

A y
y  b, if s －t , y 

, if s t ,

where A －→  is an additive function and a, b, c, ,  are arbitrary real 

constants.

The function f －→ satisfies the equation

f t sx ty
f y － f x

y － x



for all x, y ∈ with x y if and only if

ax bx c, if s t
f x

bx c, if otherwise

where a, b, c are arbitrary real constants.

f x － f y x － y h x y ,

If f is a differentiable function satisfying, the func- 

tional equation

f x, y, z h x y z , 

then f is a polynomial of degree at most three.



－

－

Proof. 

f x y － z f y z － x f z x － y

x － y y － z x － z h x y z . 

f f d d 

f 

z 

yf x － xf y xy x － y h x y .  

f x
x 
－ 

f y x  y h x y .  
y

f h 

y 

f t － f x
xh x . 

x

f x

q x x   , x 
,

f t , x 



f x xq x x q y － q x y － x h x y

q x ax bx c f x ax bx cx

f f x ax bx cx d

f 

f x , x , ..., xn g x x ... xn

n

n 

Let f satisfy the functional equation

f x , x , x g x x x

for all x , x , x ∈   with x x , x x and x x .   Then f is a 

polynomial of degree at most three and g is linear.

Proof. f x f x a a x

f 



x

f , 

  ∈  

x, , x , x , x f x, , 

g x, , 

x x 

f x － f  － x f x － x － － x － g x ,

f x －x  － x g x .  

x, , y x , x , x x, y 

x y

f x f y

q x f x

x x － y － 
y x － y g x y .  

x ∈ 

q x － q y x － y g x y ,  

x, y ∈    x y



x y y －x 

q x － q －x xg , 

x y －y 

q x － q －y x y g x － y ,  

x, y ∈   x y 

x, y ∈ 

q y － q －y x y g x － y － x － y g x y ,

x, y ∈ x, y ∈ 

yg x y g x － y － x － y g x y

⇒   x － y g x y yg x y g x － y － yg

⇒   x － y g x y yg － xg x y g x － y － yg － xg ,

x y g x － y － g x － y g x y － g .  

u ∈  v ∈  u v u v  



v x  u v y  u v

u x y  v x － y. 

u g v － g v g u － g ,

v u, －u v x y 

u u

g v a v b ,

v ∈ {u , －u } u u

g v a v b ,

v ∈ {u , －u } {u , －u } {u , －u } 

g v av b, 

v ∈ 

f x x － x g x x － x a x b ax bx cx,



c －a － b f 

f x ax bx cx d, 

x , 

f x ∈ 

f g

Let S be a finite subset of symmetric about zero (that is,

－S S) and let f, g －→ be functions satisfying the functional equation

f x － f y x － y g x y ,  

for all x, y ∈ S, then

f x ax bx c and g y ay b, 

for all x ∈ S and y ∈ , where a, b, c are some constants. 

Proof. y －x 

f x － f －x xg , 



y u v

x ∈ S y －y 

f x － f －y x y g x － y ,

x, y ∈ S

x y g x － y － g x － y g x y － g ,  

x, y ∈ S u ∈ v ∈ u±v ∈/ S 

x u v x y u x － y v 

u  g v － g v  g u － g , 

v ∈ S ± u S ± u 

{ s u, s ∈ S} ∪ { s － u, s ∈ S}.

u g v

av b S ± U g 

u

g v av b v 



k

g 

f x － ax － bx f y － ay － by 

x, y ∈ S y ∈ S 

f x ax bx c x ∈ S c

f 

[17] Let f, g －→ satisfying the functional equation

f x , x , ..., xn g x x ... xn

for distinct x , x , ..., xn, that is, for xi  xj  i i, i, j , , ..., n .  Then f 

is a polynomial of degree at most n and g is linear, that is, a polynomial of 

first degree.

Proof. f 

f x n ak xk f f y ... f yn

y , y , ..., yn

, y , ..., yn x , x , ..., xn

x, , y , .., yn x, , y , .., yn

f x －x y － x ... yn － x g  x 
n

k

yk  



f x f yx
x x － y y － x ... yn － x － 

y x － y y － y ... yn － y
n

g  x y yk 
k

x y x , y, y , ..., yn

l x － l y x － y g  x y 
n

k

yk   ,

l x f x
x y x ... yn x x, y , y , ...yn

x, y , y , ...yn g 

l x f 

n

The functional equation

f x, y h c x, y

has been studied by taking c to be geometric   mean and harmonic mean of x 

and y (see [19]). Further the functional equation (1.3.68) was treated in [20] 

assuming c x, y to be a quasiarithmatic mean.



Suppose f －→ has a continuous nth  derivative in the 

interval min{x , x , ..., xn} x max{x , x , ..., xn}. If the points x , x , ..., xn 

are all distinct, then

dt
t

dt · · · 
tn

f n x
n

k

tk xk  － xk dtn

f x , x , ..., xn ,  

where n .

Proof. n 

f x , x f t t x － x x dt .

x x z t x － x x



x

n

dz x － x dt . 

f t   t x － x x dt
x dz 
f t z

x x － x
x f t z dz
x － x

f x － f x
x － x f x , x .

n － 

dt
t

dt
tn

f n x
n

tk xk  － xk dt f x , x , · · · , x  .
k

  n n

n

w tn xn － xn tn xn － xn · · · t x － x x

dt      dw  
xn xn

xn  xn tn

w w w tn xn － xn · · · t x － x x

tn tn w w w tn xn － xn · · · t x － x x



.

dt
t

dt · · · 
tn

f n x
n

k

tk xk , · · · , xk － dtn

t tn f n w － f n w
dt dt · · · xn － xn

dtn

x n n , xn , xn

f x , x , · · · , xn . f x , x , · · · 
xn － xn

x , x , · · · , xn

f x , x , · · · , xn n 

f x , x
f x f x

f x , x x x x x ,

f t x x x ,

f x

x , x , · · · , xn  f 

Let f a, b －→   be  a real  valued function with con- 

tinuous nth   derivative and x , x , ..., xn   in a, b .   Then there exists a point 

c  in the following interval min{x , x , ..., xn}, max{x , x , ..., xn} such that
n

f x , x , ..., xn
f c

n

Proof. f n x a, b f n x

a, b m f n x M  f n x



f x , x , ..., xn

n

m 
k

tk n

dtk  f x , x , ..., xn M 
k

tk
dtk ,

t

n

k

tk
dtk  dt

t

dt · · · 
tn

dtn  n
,

m f x , x , ..., xn n M.

f n x

f x , x , ..., xn n f n c ,

c ∈ {x , x , · · · , xn}, {x , x , · · · , xn}
n

f x , x , ..., xn
f c

n

f 

f 

f b, b, a, a
f t b － f b, a f t a

b － a



f b, b, a, a
f b, b, a － f b, a, a

b － a

b － a 
f b, b, a － f b, a, a

b － a
f b, b － f b, a

b － a
f b, a － f a, a－  

b － a

b － a f b, b － f b, a f a, a

f t b － f b, a f t a
.b － a

[23] Let us assume that  a, b －→  is a differentiable 

non-stop arc in the plane (i.e.,  is assumed to be injective and to have non 

zero derivative t t for all t ∈ a, b ).  Then there exists a 

M  and t ∈ a, b such that t t M b － a .

Proof. a , b

, t , t a  b a

a , b , t

a, b t y

t b

t a



sn n  sn  t sn

y

t c 

b c a t  

a, c t

 t t t sn t
sn t

sn y t sn < t
t t , yt t yt t  t t , 

yt t t
t t yt t b － a

t < t t

t t y t t t

t < t < t  y

 t , t  

t t < t < t t x

xt t t t , t t
t t

t t

t , t { x, y , x t   x   }
t t t < t t > t

t t y y t

t , t



t t

t , t

t

y

t t

t , t t

t

t , t

t , t

 t t

t t, f t

f a, b a, b



t ∈  a, b t t, f t t

a, f a b, f b

 a, b －→  

t t
|| t t || 

, t ∈ a, b

 C 

Let us assume 
that  a, b －→  is a differentiable non-stop curve. Then there exists a 

number M and t ∈ a, b such that t t M b － a .

Proof. a, b , T 

, T , A t ∈ , T 

t y { , y y ∈  }  d t , t

, T d t , 

t ∈ , T t t t  



If  t is of class at least C , then there is another nice 

proof of Theorem 1.5.2. Indeed, we may proceed as follows: we assume that 

a, b , T , , , T , A and that  s is parametrized 

by the arc-length parameter. It  follows that t s s , s for a

certain continuous function  , T －→ , and

s
s

r dr,
s

r dr  , for all s.

Here we have used that , . Now T , A implies

T
r dr .

Hence there exists some s ∈   , T such that s .  This ends the

proof.

M 



Let S ⊂  be a smooth surface of class at least C .  We 

say that S satisfies the weak topological  mean value theorem if for each differ- 

entiable non-stop curve  a, b －→  S, there exists a number M  and a 

t ∈ a, b such that t t M b － a .

Let us assume that S ⊂ be a smooth surface of class at 

least C which satisfies the weak topological  mean value theorem. Then S is 

an open subset of a plane.

Proof. S 

S 

x  { u, v ∈ u v < } －→ S

x u, v u, v, f u, v , f ∈  C  

f , fu , fv , f a, b f

a, b ∈   t x u t , v t , , T 

a, b, f t t a, b, f t u t , v t

, T a, b t t a, b
t t a, b  t t

a, b, f

fu t a fv t b f .



h u, v fu u, v a fv u, v b  

u, v , p u , v ∈   \ { , } 

h p f

p c a, b c b, －a ,

c c , t t a, b t b, －a

 , －→ , p c c

t c p

t t a, b t t b, －a

a, b t c t x t

 C t t , , t t t

a, b, f t t a, b fu t a fv t b 

f t t a, b t c t p

fu t a fv t b h p f ,

The previous results do not need, in any way, more regularity 

than C .  In particular, no notion of curvature is necessary for the surface 

under consideration. In so far, Theorem 1.5.3 can also be regarded as a reg- 

ularity result, since the conclusion gives, in particular, that the validity of the 

weak topological  mean value theorem implies smoothness of the surface.



f a, b －→ a, b a, b

c ∈ a, b

f b － f a b － a f t c

g a, b －→ g a g b a, b

a, b c ∈ a, b

gt c

f g 

g x f x － f b － f a
x b － a

g a g b



f t c

f b － f a － b － a f t c b f b .

a f a

g x f x － f b － f a
x － a

b － a

x   f x

g x － 
b － a b f b

a f a

g 



Let f a, b －→  be continuous  on a, b and differentiable 

on a, b except possibly  at finitely many points.  Then there exists a point 

c ∈ a, b such that

|f b － f a |  b － a |f t c | 

Proof. d ∈  a, b f 

f a, d d, b

f d － f a d － a f t c

f b － f d b － d f t c

c ∈ a, d c ∈ d, b

f b － f a d － a f t c b － d f t c



|f b － f a |       d － a |f t c | b － a |f t c | 

    d － a |f t c | b － d |f t c | 

b － a |f t c | 

|f t c |  max{|f t c , |f t c |}

f 

Let f a, b －→ be continuous  on a, b and differentiable on

the open interval a, b except possibly at a finite number, n, of points. Then 
there exist n points c , c , · · · , cn ∈   a, b and n positive numbers 

, , · · · , n such that · · · n and

f b － f a b － a
n

i
if t ci

Proof. d ∈  a, b f 

f a, d d, b

f d － f a d － a f t c

f b － f d b － d f t c

c ∈ a, d c ∈ d, b

f b － f a d － a f t c b － d f t c .



－ －

b  a

d a b d
  t   t f b － f a f c f c b － a ,
b － a b － a

f b － f a f t c f t c b － a ,

   d a 
b a

 b d > > 
 

f 

n > 

Let f a, b －→  be differentiable on a, b and f t a

f t b .  Then there exists a point c ∈ a, b such that:

f c － f a c － a f t c .

Proof. f t a f t b

f x － xf t a

g a, b －→ 

f x f a

g x x a  x ∈ a, b ,

f t a x a,

g a, b a, b



x

f x － f a f t x
gt x － x － a ,

x － a

g x f t x
gt x － － a x － a, 

x ∈ a, b

c  ∈  a, b gt c

g a g b

c ∈ a, b gt c g b

g b > g b < g b > 

gt b
g b

b － a < .

g gt b < x ∈  a, b

g x > g b

g a < g b < g x

x ∈  a, x

g x g b g 

x , b gt c c ∈ a, b

g b < 

y f x a < x < b



－

x a x b c 

a

f f t a f t b

If  f a, b －→  is a differentiable function, then there 

exists a point c ∈ a, b such that

f t b － f t a
f c － f a c － a f t c － c a .

b － a



－ － 

－

Proof.  a, b －→ 

f t b － f t a
x f x － x － a

b － a

 a, b t x f t x f t b f t a x  ab a

t a f t a
c － a c － a t c c ∈ a, b

f t b － f t a
f c － f a c － a f t c － c a .

b － a

 
f x A B x － 

a C x － a f x

t a t b

 c f t b f t a A B b a

Let f a, b －→  be continuous  on a, b and differentiable

on a, b and f b － f a f t b   , then there exists a point c  ∈ a, b such

that f t c .

Proof. f b f a c ∈ a, b

f t c f t b c  b f t c



－ －

f b － f a f t b < f t b < 

f b > f a f t b > f b < f a f 

a, b f b > f a b f 

c ∈ a, b f t c f 

c ∈ a, b f t c

Let f a, b －→  be continuous  on a, b and differentiable 

on a, b and f b － f a f t b < , then there exists a point c ∈ a, b such 

that f t c .

Let f a, b －→ be differentiable  on a, b and

f t b － f t a f t b － f t af t b － b － a f t a － b － a  , 

then there exists a point c ∈ a, b such that f c － f a c － a f t c .

Proof. h a, b －→ 

f x f a

h x x a  , x ∈ a b ,

f t a , x ,

h a, b a, b

h ht x － f x f a f t x x ∈ a, bx a x a

h b － h a ht b
－
b － a

f b － f a
f t b －  

b a
f b － f a

f t a －  
b a 

.



h b － h a ht b   

ht c c ∈ a, b h

f c － f a c － a f t c

h 

f x f a

h x x a  , x ∈ a, b ,

f t a , x a

h a, b a, b

h ht x － f x f a f t x x ∈ a < x  bx a x a

f b － f a b － a f t b . 

f b － f a t h b － h a b － a 
－ f a

f t b － f t a

h b h a h ht c

c ∈ a, b f c － f a － c － a f t c



－ －

f b － f a b － a f t b .

f t b f b f a
b a > f t b f b f a

b a < 

f t b f t a

f b － f a f b － f a
f t b － b － a f t a － b － a > .

c b





For all real-valued functions f and g differentiable  on a real 

interval I and for all pairs x x in I , there exists a point c depending  on 

x and x such that

f x － f x gt c g x － g x f t c . 

Proof. h 

h x f x － f x g x － g x － g x f x ,

x ∈  I h I h x

f x g x － g x f x h x c  ∈ 

x , x

ht c f x － f x gt c － g x － g x f t c ,



[30] Let  and  be two real numbers such that   . 

If f x ,  g x , h x are three functions continuous on a, b and differentiable 

on a, b such that g b g a and h b h a , then there exists a point c in

a, b such that

f t c gt c
f b － f a
g b － g a

ht c
f b － f a
h b － h a

. 

 － f f 

f g f h 

Let ,  and  be three real numbers such that    . 

If f , f and f are three continuous on a, b and differentiable on a, b such 

that fi a fi b for i , , , then there exists a point c in a, b such that

f b － f a
f t c

f b － f a
f t c

f b － f a
f t c

Proof. k x

k x   f b － f a f b － f a f x － f a

 f b － f a f b － f a f x － f a

  f b － f a f b － f a f x － f a .

k a

k b f b － f a f b － f a f b － f a   .

c ∈ a, b kt c



n

n 

Let , , · · · , n   be n real  numbers such that 

· · · n   .  If f x , f x , · · · , fn x are n functions continuous on a, b

and differentiable on a, b such that fi a fi b for i , , · · · , n, then

there exists a point c in a, b such that

j f t c . 
j

fj b － fj a j

Proof. k x

k x f b － f a · · ·   fn b － fn a f x － f a

f b － f a f x － f a · · ·  fn b － fn a

· · · 

n  f b － f a f b － f a · · ·  fn x － fn a .

k a

k b f b － f a f b － f a · · · fn b － fn a · · · n .

c ∈ a, b kt c



n  
n  · · · n  n .

If f x , f x , · · · , fn x are n functions continuous on a, b

and differentiable on a, b and fi a fi b for i , , · · · , n,  then the 

following equation has at least one solution in a, b .

－ n
f t x f t x · · · f t x

f b － f a f b － f a fn b － fn a n

Let

 x  ex 
F x － x .

e － x 

The equation F x has at least one solution in , because

x t  x t ex t x t 
F x － －   . － . e － e － 

In the above example,  since  F > and F > , this 

conclusion is not an obvious consequence of the Intermediate Value Theorem 

for continuous functions.

f g  c 

x x



c x , x f, g

f, g －→ 

f x － f x gt c x , x g x － g x f t c x , x

x , x ∈ 

c x , x 
x x

 c 

x x

F, G F, G －→ 

F b － F a g a b G b － G a f a b

a, b ∈ f F t g Gt ,  ∈  ,   

f F t  g Gt

c  a b  



－

Assume that F, G －→  are three times differentiable

functions with derivative F t f , Gt  g such that

F b － F a g
a b G b G a f a b , 

for all a, b ∈ . Then one of the following possibilities holds:

a. { , F, G}  are linearly dependent on . 

b. F, G ∈ { , x, x }, x ∈ .

c. There exists a non-zero real number μ such that

F, G ∈ { , eμx, e μx}, x ∈ .

d. There exists a non-zero real number μ such that

F, G ∈ { , μx , μx }, x ∈ .

Uf  {x ∈ f x }, Ug {x ∈ g x }, 



Zf  \ Ug Zg \ Uf Ug

G 

F 

G F F 

G

Ug  

{I  } , ⊂ 

Ug I  

If Ug ∅   and Uf  ∩ Ug ∅, then Uf  ∅   i.e. f ≡ on 

and thus F is constant.

Proof. p, q ⊂  Ug  

g x p, q f x x ∈ p, q

h b － a x a b

F x h － F x － h , 

x ∈ p, q h > x h y x ∈ p, q h > 

F y － F y － h h, y

L h, y h > , p h < y < q h  .



y > p h > h, y ∈ L

F y
y

  
y 

F y － h － 
y

F y － h － 
y
F y ,

F y F y F p q y > p
F q h F q － h F y

y < q f y F t y y ∈ 

Uf ∩ Ug ∅  

Uf  Ug 

Let F, G be a solution of the Problem 1 satisfying

Uf  ∩ Ug ∅, 

and consider the representation (2.2.6). If {F, G, }  are linearly dependent as



functions on I   for every  ∈ , then {F, G, }  are linearly dependent on .

Proof. , ∈ 

I p , q , I p , q

p < q  p < q {F, G, }  
I I A , A , B , B ∈  

F x A G x B , x ∈ I

A G x B , x ∈ I . 

h b － a x a b

F x h － F x － h g x G x h － G x － h f x ,

x ∈  h > f x A g x x ∈  I

g x x ∈ I x ∈ I h > 

F x h － F x － h A G x h － G x － h .  

x － h ∈  I F x － h A G x － h B

F x h A G x h A － A G x － h B ,  



x ∈ I , x － h ∈ I , h > . 

y x h x － h y － h h, y

h, y , p h < y < q h, p h < y < q h  .

 ∈ , ∅

F y A G y A － A G y － h B h, y ∈ .



y 
F y － A － A Gt y － h A － A g y － h .

y － h ∈ I g y － h

A － A . 

B , B

, ∈  

f x Ag x A ∈ x ∈ Ug . 

F G 

g x K f x K ∈ x ∈ Uf . 

x ∈   Ug ∩  Uf   AK  

Ug  ⊂  Uf   

Uf   ⊂  Ug Ug  Uf   Zg  Zf 

f x Ag x , g x K f x x ∈ Zg Zf



Uf ∪Zf  Ug ∪Zg 

{F, G, }  

,  ∈ ,   － .  

F, G

,  g Gt  

Let F, G be a solution of the Problem 1 with ,  sat- 

isfying (2.2.18) and I p, q , －∞   p < q   ∞, be an interval where the 

derivative g x does not vanish. If F, G are twice continuously differentiable 

on I , then {F, G, }  are linearly dependent on I .

Proof. h b － a x a b

F x h － F x － h g x G x h － G x － h f x ,   

x ∈  I h > x h x － h ∈  I 



h, x

T { h, x < h < q － p, p h < x < q － h}. 

h 

T 

f t x h － f t x － h g x g x h － gt x － h f x .

T 

{h , p < x < q} － 

－  

f t x g x gt x f x ,

x ∈  I p, q . g x



f /g t  I f /g A A ∈ 

F t x f x Ag x AGt x

x ∈ I F x AG x B x ,  x ∈ I 

Let F, G be a solution of the Problem 1 with ,  satisfying 

(2.2.18). IF F, G are twice continuously differentiable on then {F, G, } are 

linearly dependent on i.e.  there exist constants A, B, C ∈  such that not 

all of them are zeros and

AF x BG x C ,  for all x ∈ . 

Proof. 

Ug ∅ G 

F 

A , B , C －G {F, G, }  
Ug ∅   Ug ∩ Uf  ∅ F 

G A , B , C －F 

{F, G, }  
Ug ∩  Uf   ∅

{F, G, }  



F, G

{F, G, }  
g Gt  

Assume that F, G －→ are three times differentiable 

functions with derivative F t  f , Gt  g.  Let I ⊂ be such  an interval that 

g for all x ∈  I and Equation (2.2.4) holds for all a, b  ∈  I .  Then there 

exist constants A, K ∈ and x ∈ I such that

f x A K
x

x g
dt

t
g x ,   for all x ∈ I . 

Moreover if Equation (2.2.22) holds with K , then Equation (2.2.4) holds

if and only if

x h

x h
g t

x

x g
du

u
dt 

x h

x h

x
g t dt

x

du 
g u

, 

for all x, h ∈ such that x, x h, x － h ∈ I .

Proof. x  a b h  b a

F x h － F x － h g x G x h － G x － h f x ,  



x, h ∈  x, x h, x － h ∈  I 

h 

f tt x h f tt x － h g x gtt x h gtt x － h f x .

h 

t 
f tt x g x － f x gtt x f t x g x － f x gt x

x  ∈   I f t x g x － f x gt x K  K  
f x

t   
  K   , xg g x ∈ I x , x x ∈   I

K 

F x h － F x － h
x h

x h 
x h

x h

f t dt

A K
t

x g
du

u
g t dt

x h
A

x h
g t dt K

x h

x h
g t

t

x g
du  

u
dt

G x h － G x － h f x
g x

x h 

x h
g t dt A K

x  du  
x    g u

x h
A

x h
g t dt K

x h

x h

x
g t dt

x

du  
g u



Consider g t et  on I and let A , K , x . 

The integral condition (2.2.23) reads as the following identity

x h
et

x h

t
e udu dt 

x h

x h

x
etdt e udu   .

A direct computation  gives f x x  ex e x and consequently

F x x ex e x
, G x ex, x ∈ .

One can check directly that this pair F, G satisfies Equation (2.2.4), giving 

a non-trivial example of such pairs.

K x, h, ∈ 

x, x h, x － h ∈ I h

g x h
x h

x

du 
g u

g x － h
x h

x

du 
g u

g x h g x － h
x

x g
du

u
.

h 

gtt x h
x h

x

du 
g u

gtt x－ h
x h

x

du 
g u

gtt x h gtt x－ h
x

x g
du

u
,

x ∈  I h ∈  x, x h, x － h ∈  I h x － x



gtt x

x

x

tt

g x － x
x x

x

du
g u

g x － x g x
x  du

g u
, 

gtt x － x
x x

x

du
g u

gtt x － x gtt x
x  du

g u
, 

x ∈ I x － x ∈ I x － x ∈ I g I 

gtt x － x gtt x － x gtt x
, 

g x － x g x － x g x

x ∈  I x － x ∈  I y x g x － x  

g x y － y 

g x P x Q  ,

g x P e
   
x  Qe  

   
x   μ , μ > ,

g x P 
√
－ x Q 

√
－ x  －μ , μ > ,



P, Q G 

G x Ax Bx C,

G x Aeμx Be μx C, μ > 

G x A μx B μx C, μ > 

A, B 

Altogether, we come to the following conclusion: on every 

interval I ⊂  on which Gt  either {F, G, }  are linearly dependent or 

G and thus also F , c.f.  Equation (2.2.22) has one of the forms described in 

Equations (2.2.28)–(2.2.30).

G F, G

I G F G 

Ug 

Let p, q ∈ {I  } be such that p > －∞ and f p . Then

{F, G, }  are linearly dependent on p, q .

Proof. g p

G p, q F 

p, q f p g p F, G ∈   { , x － p }.  



{F, G, }  p, q

G p, q

G p, q F  

F, G ∈ 
{eμ x p , e μ x p } μ u, v 

F x ueμ x p ve μ x p , x ∈  p, q F t p f p

u v F x u μ x － p G 

G x w μ x － p w F G 

μ x － p G 

F G 
μ x－ p {F, G, } 

p, q

Proof of Theorem 2.2.1. Ug 

Ug ∅   g ≡  G 

F {F, G, } 
Ug 

{F, G, } G 

Ug ∩Uf  ∅ 



－

Ug ∩ Uf  ∅  Ug 

lr ∪ q ∪ t ∪ e

lr  {  ∈ {F, G, }   I  },

q {  ∈ F, G I  },

t {  ∈ F, G I  },

e {  ∈ F, G I  }.

lr lr 

lr  

∈  ∈/ lr lr ∅ ∈  lr A ∈  

f x A g x x ∈  I x, h ∈  x h ∈  

x ∈ I a x － h b x h 

g I

F x h － A G x h F x － h － A G x － h .  

 A   
f x h － A g x h F x h

x  h  
G x h

x  h
 
x h

F x h － A G x h ,

f x h A g x h x, h ∈  x h ∈  I

x ∈  I F G I



∈ lr 

lr q , t, e  

 ∈ I   p, q Ug 

p, q p > －∞ g p

f p a p － h b p h

G p h G p － h h ∈ , 

G y p

 ∈ q   ∈ e  q ∞ 

 ∈  q G ∈  { , x － p } x ∈  q 

 ∈ e e

lr  e  q  ∅ t  ∈   t G 

I   p, q q < ∞ g p g q

u, v 

G x u v 
x － p 
q － p

, x ∈ p, q .  

Ug ∅  lr , e, q , t lr ∅



－

{F, G, }  

lr ∅

F, G, ,  －→ 

F x － F y
x y G x G y x y

x, y ∈  

x y 
s ,  t 

x － y

F s t － F s － t s G s t － G s － t s ,  

s, t ∈ 

Let F, G －→  be three  times differentiable and ,  

－→  be  arbitrary functions satisfying Equation (2.3.2) on .  If  either 

 or  on , then one of the following possibilities holds:



a. There exists constants A , A , A ∈ such that for all s ∈ , we have

A A F s A G s and Gt s A s A s ,

b. There exists constants A , A , A , B , B , B ∈ such that for all s ∈ , 

we have

F s A A s A s , G s B B s B s ,

A A s s B B s s ,

c. There exists μ and constants A , A , A , B , B , B ∈  such that 

for all s ∈ , we have

F s A A eμs A e μs, G s B B eμs B e μs,

A eμs － A e μs s B eμs － B e μs s ,

d. There exists μ and constants A , A , A , B , B , B ∈  such that 

for all s ∈ , we have

F s A A μs A μs , G s B B μs B μs ,

A μs － A μs s B μs － B μs s .

Proof. f, g  F, G, Ug , Uf

Zf , Zg 



 

t t 

f s s g s s , s ∈ . 

s ∈ Ug t ∈ 

s
F s t － F s － t G s t － G s － t

s
f s

G s t － G s － t
g s

,

F s t － F s － t g s G s t － G s － t f s ,  

s ∈   Ug , t ∈   Zg  ⊂  Zf   

 s ∈ 

Ug ∪ Zg  



[33] Let f, g －→ be real valued functions with contin-

uous nth  derivatives and g n t on a, b . Further, let x , x , ..., xn  ∈ a, b .

Then there exist a point c ∈ min{x , ..., xn}, max{x , ..., xn} such that

f x , x , ..., xn g n c g x , x , ..., xn f n c . 

Proof. x   x   · · ·    xn

x x · · · xn

f g  n 

x x · · · xn  c x < xn x  t  xn

F t f t, x , ..., xn G t g t, x , ..., xn .  

F x － F xnf x , x , ..., xn x － xn

G x － G xng x , x , ..., xn x － xn
. 

g n t a, b g x , x , ..., xn

H t g x , x , ..., xn F t － f x , x , ..., xn G t .  



H x H xn .  

H t g x , x , ..., xn F t － f x , x , ..., xn G t

G x － G xn

x － xn
F t － F x － F xn

x － xn
G t

G x － G xn

x － xn
f t, x , ..., xn － F x － F xn

x － xn
g t, x , ..., xn

h t, x , ..., xn ,

h t g x , x , ..., xn f t － f x , x , ..., xn g t

x   t   xn H t t

H t t h t, t, x , · · · , xn .  

f g h

h t, t, x , · · · , xn
h n t

, 
n



t x , xn

H t t
h n t

n
. 

H H 

H t , 

  ∈  x , xn .  

t c

h n c
n

. 

g x , x , · · · , xn f n c － f x , x , · · · , xn g n c .

c ∈ x , xn



x －

[38] Let f －→  be a differentiable function on a, b

such that |f t t |  M  for all t ∈ a, b .  Then, for any x ∈ a, b , we have

f x －  
b － a

b 
f t dt    

a

a b

b － a
b － a M.  

The constant is best possible constant  in the sense that it cannot be replaced

by a smaller constant.



－

[39] Let f, g a, b －→ be continuous  on a, b and differ-

entiable on a, b .  If gt t for each t ∈ a, b and

f t f t t
< ∞,

gt 
t a,b gt t

then for every x ∈ a, b , we have

f x － 
b － a

b
f t dt

a

x －  a b b g t dt － x g t dt f t    g x x a  · . 
b － a b － a gt 

 

Proof. x, t ∈  a, b t x c

t x 

f x － f t
f t c

g x g t . 
gt c



g x － g t

a

f t c f t 
f x － f t gt c |g x － g t |, 

gt 

t, x ∈ a, b

b b f t 
f x －  

b － a f t dt    
b － a |f x － f t |dt  

a

b
|g x － g t |dt.

a

gt 

gt t a, b gt t > gt t < 

t ∈  a, b gt t > t ∈  a, b g 

a, b

b

|g x － g t |dt
a

x

g x － g t dt 
a

b

g x － g t dt
x

x － a b g x
b

g t dt － 
x

x
g t dt.

a

gt t < t ∈ a, b

b

|g x － g t |dt － 
a

x － a b g x
b

g t dt － 
x

x  
g t dt  .

a

Under the same conditions as Theorem 3.1.1, one has the



a

inequality

a b b b a b
f t 

f － f t dt  g t dt － 
g t dt  . 

b － a  a b － a a b gt 

g t t
g t tp p ∈ 

\ { } g t t g t x － t p  t ∈  a, b ⊂  , ∞

[40] Let f a, b －→  be continuous  on a, b with a > 

and differentiable on a, b .  Let p ∈ \ { }  and assume that

kp f t
u a,b

u p|f t u | < ∞.

Then we have the inequality

f x －  
b － a

b
f t dt

a

xp x － A b － x Lp b, x － x － a Lp x, a , if p ∈ , ∞p p

kp f t  |p| b － a × x － a Lp x, a － b － x Lp b, x － xp x － A ,  if p ∈ －∞, － ∪ － , 

p p

x － a L x, a － b － x L b, x － x － A ,  if p －

for any x ∈ a, b , where a b, A A a, b  a b

x

is the arithmetic mean,

Lp  Lp a, b
bp － ap p

p b － a



∈ \ {－ }

e

is the p-Logarithmic mean p , and L L a, b    b a  
b a is the

logarithmic mean.

[40] Let f a, b －→ be continuous  on a, b (with a > )

and differentiable on a, b .  If P f t u a,b |uf t x |  < ∞ then we have

the following inequality

f x －  
b － a

b

f t dt  
a

P f t

b － a
I x, b b x 

I a, x x a x － A x

for any x ∈  a, b , where for a b, I I a, b b b
aa

b a

is the identric

mean.

x ∈  a, b

[40] Let f a, b －→  be continuous  on a, b and differ- 

entiable on a, b .  Let p ∈  , ∞ and assume, for a given x ∈  a, b , we have 

that

Mp x
u a,b

Then we have the inequality

|x － u| p|f t u | < ∞.

f x － 
b － a

b
f t dt

a

  
p p b － a x － a p b － x p Mp x .  

g



x y

－ ,

Let f a, b ⊂  －→  be  continuous on a, b and

differentiable on a, b .  If there exists a constant < ∞ such that

|f t t |  e t  for any t ∈ a, b ,

then for any x ∈ a, b , we have

a b f 
b － a

b 

f t dt   
a

x － A a, b
b － a ex b － x E x, b － x － a E a, x

b － a

where A A a, b  a b and E is the exponential mean, i.e, for x, y ∈ ,

e  e

E x, y x a  , if x y

ey , if x y.

In particular we have

f A －  
b － a

b 
f t dt    E A, b － E a, A

a

g t et  

Let f a, b ⊂ ,  －→ be continuous  on a, b and

differentiable on a, b .

1. If there exists a constant < ∞ such that

|f t t |  t, t ∈ a, b



,

,

then one has the inequality

f x － 
b － a

b
f t dt

a

    x － A a, b
x 

b － a
x － a C a, x － b － x C x, b

b － a

for any x ∈ a, b , where C is the cos-mean value, i.e.

x y

C x, y x y  , if x y,

－ y, if x y.

In particular we have:

f A －  
b － a

b 
f t dt    C a, A － C A, a

a

2. If there exists a constant < ∞ such that

|f t t |  t, t ∈ a, b ,

then one has the inequality

f x － 
b － a

b
f t dt

a

    x － A a, b
x 

b － a
b － x S x, b － x － a S a, x

b － a



for any x ∈ a, b , where S is the sin-mean value i.e,

x y

S x, y x y  , if x y,

y, if x y.

In particular we have

f A －  
b － a

b 
f t dt    S A, b － S a, A

a

Let f a, b －→ be continuous  on a, b and differentiable 

on a, b \ {x}, x ∈  a, b .  If gt t for t ∈  a, x ∪ x, b , then we have the 

inequality

b x  f t 
f x －  

b － a f t dt  
a

g x x － a － 

b － a
g t dt .

a  

|| a,x ,  

gt 

b f t 
g x b － x － g t dt . .

b － a x  gt 
x,b ,  

Proof. 

f x －  
b － a

b
f t dt

a

b － a
b

f x － f t dt
a

b
f x － f t |dt 

b － a  a   
|
 
x

b － a a

|f x － f t |dt 
b

|f x － f t |dt
x

. 



a, x

f t |f x － f t |  |g x － g t |,
gt 

a,x ,  

t ∈ a, x

f t |f x － f t |  |g x － g t |,
gt 

x,b ,  

t ∈ x, b

x  f t x
|f x － f t |dt  

a
|g x － g t |dt,

a

gt a,x ,  

b f t b
|f x － f t |dt  

x
|g x － g t |dt.

gt xx,b ,  

gt a, x b, x g 

a, x x, b

x  g x x － a － x g t dt, g a, x
|g x － g t |dt   

a

a

x
a  g t dt － g x x － a , g a, x

x

g x x － a － g t dt .
a



,

a b

－ ,p －

Let f, g a, b －→  be continuous  on a, b and differen-

tiable on a, b \ { a b }.   If gt t on a, a b ∪  a b , b then we have the

inequality

a b b a b
a b

f t 

f － f t dt    g － g t dt  · 
b － a  a b － a  a gt 

a, a b

a b b f t 
g － g t dt  · 

b － a a b gt 
,b ,  

Let f, g a, b －→  be continuous  on a, b and differ-

entiable on a, b \ {x}, x ∈ a, b .  Assume that, for p > , we have

|f t t |  M ,p x x － t p,  for any t ∈ a, x

M ,p x t － x p,  for any t ∈ x, b .

Then we have the inequality

f x －  
b － a

b
f t dt

a

p pb a M  x x  a
p p 

M ,p x b － x . 

g x |x － t|p, p > 

If f is as in Proposition 3.1.3 and

M a b a b p a b

|f t t |  
－ t , for any t ∈ a, ,

M a b a b p a bt －    , for any t ∈ , b ,



p

－

a

then by (3.1.6), we get

a b f 
b － a

b

f t dt  
a

b － a p

p p p 
M

a b
M

a b

If f is as in Proposition 3.1.3 and |f t t |  Mp x |x－t| p, t ∈ 
a, b then by (3.1.6) we get,

f x －  
b － a

b 
f t dt    

p p b － a x － a p b － a p Mp x ,

which is the result obtained in (3.1.3).

< a < b

g a, b －→  g t tp, t ∈  \ { , － } gt t ptp g a b 

Ap a, b

b － a

a b

a

b

g t dt Lp a, A a, b , 

g t dt Lp A a, b , b ,
b － a p

a b

Let f a, b ⊂ , ∞ －→ be continuous  on a, b



p

p

－ 

－

and differentiable on a, b \ { a b }.  If

M a b    p a b

|f t t |  
t , t  ∈ a,  

M a b    p a bt , t  ∈ , b

then we have the inequality

a b f 
b － a

b

f t dt  
a

M
a b

a b

Ap a, b － Lp a, A a, b

M Lp A a, b , b － Ap a, b .

The particular case p is of interest and so we may state the following 

corollary.

Let f a, b ⊂  , ∞ －→  be continuous  on a, b

and differentiable on a, b \ { a b }.  If

N a b a b

|f t t |  
t,  t  ∈ a,  

N a b a bt,  t  ∈ , b

then we have the inequality:

a b f 
b － a

b 
f t dt  

a
N

a b
N

a b
b － a .

< a < b

g a, b －→ g t gt t － , g a b 
t  t



－ ·

·

A a, b

b － a

b － a

a b

a

b

a b

g t dt L a, A a, b , 

g t dt L A a, b , b

Let f a, b ⊂ , ∞ －→ be continuous  on a, b

and differentiable on a, b \ { a b }.  If

M a b    a b

|f t t |  
t , t  ∈ a,  

M a b    a bt , t  ∈ , b

then we have the inequality

a b f 
b － a

b

f t dt  
a

M
a b A a, b － L a, A a, b

L a, A a, b A a, b

M
a b L a, A a, b － A a, b

L A a, b , b A a, b

< a < b

g a, b －→ g t t gt t g a b A a, bt 

a b

a b

a
g t dt I a, A a, b ,

a b

b

a b
g t dt I A a, b , b ,



a b

  · 

Let f a, b ⊂ , ∞ －→ be continuous  on a, b

and differentiable on a, b \ { a b }.  If

M a b    a b

|f t t |  
t , t  ∈ a,  

M a b    a bt , t  ∈ , b

then we have the inequality:

a b 
f － 

b － a

A a, b

b
f t dt

a

M I A a, b , b M a b

    G
I a, A a, b

,
A a, b

Let f, g  a, b －→   be  continuous on a, b and differ- 

entiable on a, b and w a, b －→  , ∞ an integrable function such that
b f t f t t

a w s ds > . If gt t for each t ∈  a, b and gt t a,b | gt t | <
∞, then for any x ∈ a, b one has the inequality

 

f x － b

b

f t w t dt
a w t dt   a

x w t dt － b w t dt b w t g t dt － x g t w t dt f t 
g x a  x  x  a

b b

· 

a w t dt
a w t dt  

gt 

Proof. x, t ∈  a, b t x c



－

w s ds

t x 

f x － f t
f t c

g x g t , 
gt c

f t c f t |f x － f t | 
gt c

· |g x － g t |  
gt |g x － g t |, 

 

t, x ∈ a, b

f x － b

b 
w s f s ds   b

b

w t |f x － g t |dt
a w s ds  a a w s ds  a

f t b
    w t |g x － g t |dt.gt  b 

aa

gt t a, b gt t > gt t < 

t ∈  a, b gt t > t ∈  a, b g 

a, b

b

w t |g x － g t |dt   
a

x

w t g x － g t dt 
a

b

w t g t － g x dt
x

g x

b

x
w t dt － 

a

x
w t g t dt

a
b

w t g t dt － g x
x

w t dt
x

x
g x

a
w t dt － 

b 
w t dt

x

b

w t g t dt － 
x

x
w t g t dt.

a



b x

gt t < t ∈ a, b

b x

w t |g x － g t |dt   －g x
a  a

b

w t dt － 
b 
w t dt

x

x

－ w t g t dt 
x

w t g t dt
a

x bIf x ∈  a, b is a point for which a   w t dt x

and f, g, w, are as in Theorem 3.3.1, then we have the inequality

w t dt

b x w t g t dt － a    g t w t dt f t 
f x － b w t f t dt    b gt 

a w t dt   a a w t dt
· 

 





－

[41] For every real  valued function f differentiable on an 

interval a, b not containing and for all pairs x x in a, b , there exists a

point r ∈ x , x such that

x f x － x f x
f r － rf t r . 

x － x

Proof. F , b    a

F t tf 
t

f a, b a, b F 

, b    a

F t t f
t

f t     
t t

. 

F x, y ⊂ , b    a

F x － F y
F t c , x － y

c ∈ x, y x x r c ∈ x, yx  y  c

x < r < x

xf － yf x  y  

f  t 
x － y c  

－ 
c 
f 

c   
,

x f x x f x t 
x x f r － rf r .



x , f x x , f x

f x － f x
y f x

x － x x － x .

y , y y 

f x － f x
y f x

x － x － x

x f x － x f x － x f x x f x
x － x

x f x － x f x
x － x

x f x － x f x
.

x － x

r, f r

y x － r f t r f r .

y , y y －rf t r

f r y

x , f x x , f x

x f x － x f x
f r － rf t r , 

x － x

r, f r y



x , f x x , f x

r 

x x

xf y － yf x
h r x, y ∀x, y ∈ x y. 

x － y

f {x } f x

xnf {x , · · · , xn } － x f {x , · · · , xn} f {x , · · · , xn} .
x － xn



x f x － x f x
f {x , x } 

x － x

n  n  x  
f {x , x , · · · , xn} j

xi － xj
f xi .

i j i

The functions f, h －→ satisfy the functional equation

f {x, y} h x y for all  x, y ∈ with  x y 

if and only if

f x ax b    and  h x b, 

where a, b are  arbitrary constants. 

Proof. 

xf y － yf x x － y h x y ,  

x, y ∈   x y y 

xf xh x

h x f b,   x ∈ . 



xf y － yf x x － y b,  

x, y ∈ x y x y － x y 

f y － yf － y b

f y y f － b b ay b, 

y － y 

f f － b.  

x － y 

f － － f － b b, 

f － －a b. 

y ∈  x y －

h b x ∈   

If f, g, h －→ satisfy the functional equation

xf y － yg x
h x y , x － y



for all x, y ∈ with x y, then f x g x for all x ∈ .

Proof. x y 

yf x － xg y
h y x . y － x

xf y － yg x xg y － yf x ,  x, y ∈ , x y,

f x － g x g y － f y
, x, y ∈ \ { }, x y.

x  y

 c g f 

f x g x cx,  x ∈ \ { , }.

u, v ∈   \ { , } u v x u y v 

c －c c 

f x g x , x ∈ \ { }.

x  y 

f h x y  

h g f g f x g x



x ∈ 

The functions f, h －→ satisfy the functional equation

xf y － yg x
h x y for all x, y ∈ with  x y 

x － y

if and only if f x g x ax b  and h x b,  where a, b are  arbitrary 

constants.

Let s and t be  the real  parameters. The functions f, h 

－→ satisfy

xf y － yf x
h sx ty ,  x － y

for all x, y ∈ , x y if and only if

f x ax b, 

arbitrary with b h ,  if s t,

h x b,  if s －t, x ,

b,  otherwise,

where a, b are  arbitrary constants.



Proof. 

xf y － yf x x － y h sx ty ,  

x, y ∈ x y

s t

x f y － b y f x － b .

y x f － b f x － b

f x x f － b b ax b,

a f － b

f x ax b,

h x h b.

t s 

xf y － yf x x － y h sx .  

y xf xh sx

h x b,   x ∈ \ { }, 



b f 

x f y － b y f x － b ,   x . 

x 

f y y f － b b ay b, 

y ∈  x h f b 

x ∈ 

t s 

s t y xf xh sx

h x b, x ∈ \ { }, 

b f 

xf y － yf x x － y b,  

sx yt x 

f y y f － b b ay b, 



t

－

y － s x  s y s
t t t

－s 
f 

s s －s － s  s
t t 

－   
t 
f h  , 

t t  t

s  s 
f  f

t t
b.

f 
－s
t

－s 
a b.

t

y ∈ h x b 

x ∈ s －t s －t h x

x h x b x ∈ \ { } s －t

h b x y  s

f 
－s s s

f h ,
t t t

h b h x b x ∈ 

F x － F y
F t r x, y

x － y

xf y － yf x
f r － rf t r x, y . 

x － y



F x xf   , 
x

r x, y ,
r  

x ∈ \ { }
x , y

F x － F y
F t r x, y . 

x － y

[42, 43] For all real valued function f and g differentiable 

on an interval a, b not containing and for all pairs x x in a, b , there 

exists a point r ∈ x , x such that

g x f x － g x f x
f r － g r

. 
g x － g x gt r f t r



∈

∈

Here it is assumed that neither g x nor gt x is ever zero in a, b .

r x x f g 

r x x

h 

g x f x － g x f x g x － g x h r .

x x x y r x 

y

g x f y － g y f x g x － g y h
x y ,  x, y a, b ,

a, b

a, b

a, b

g h k ∈  

Let g  －→  be  a continuous and strictly increasing 

function with g k for some k ∈ . The functions f, g, h －→ satisfy 

the functional equation

g x f y － g y f x g x － g y h
x y ,  x, y 



if and only if

f x g x ,

h x ,

g x arbitrary,

where ,  are arbitrary constants.

Proof. g g 

 ∈ g k k 

g cg c 

g

f  x f x ,   g  x g x ,   h  x h x

f, g h 

g  x f  y － g  y f  x g  x － g  y h
x y , 

x, y ∈  g  g 

g   

F x f x － g x － , 

H x h  x － ,

G x g  x ,



F x G y － F y G x G y － G x H
x y . 

 f  － h   h  

F f － g －  f － f h － h ,    

H h  －  h  － h  ,

G g  .

y 

F x G － F G x G － G x H
x ,

F x － G x H
x . 

G y － G x H
x －    G x － G y H

G y － G x H

y

x y , 

x, y ∈ g G 

G 



－

G x x ∈ \ {x }, 

x ∈ G x G y

－ G x
H   

x － G y y
G x

H
G y
G y － G x

H
G y G x

x y
, 

x, y ∈ \ {x }

z x ,

w y ,

－ G z － 
H z － － G w － 

H w
G z － G w － 

－ G z － － G w － 
H z w － , 

G z － G w － 

z, w ∈  \ { x － } z － w 

G － w － 
H － w G w － － 

H w ,  
G － w G w － 

w ∈ \ { x － , － x } w － w 



G z － － 
H z － G － w － 

H － w
G z － G － w
G z － － G － w

G z － G － w
H z － w , 

z ∈  \ { x － , － x }

G z － － 
H z － G w － － 

H w
G z － G w － 
G z － － G － w
G z － － G － w

H z － w , 

z ∈ \ { x } w ∈ \ { x － , － x }

G z － － G w － 
H z w － G z － － G － w

H z － w ,
G z － － G w － G z － － G － w

z ∈   \ { x }  w ∈   \ { x － , － x }
G z － z ∈  \ { x }

G z － － G w － 
H z w － 

G w － 
G z － － G － w

H z － w . 
G － w



t z w － and  s z － w 

z t s and  w t － s .

G t s － G t － s
H t

G t － s
G t s － G － t s

H s , 
G － t s

t, s ∈ t － s ± x － 

w t H t ,  t ∈ 

z t, s
G t s － G s － t

. G s t － G t － s
G t － s
G s － t , 

t, s ∈  t － s ± x － s g 

G

G s t － G t － s ,



s G G s － t

t, s ∈ t － s ± x － G x ∈ \ {x } 
G z t, s

w t z t, s w s ,  

t, s ∈  t － s ± x － s 

w t ,  t ∈ \ { } 

w t t ∈ .

w t t ∈   \ { }
s r ∈ \ { }  

w t c z t, r ,  

t ∈  \ { } c w r

z t, r z t, s z s, r ,  t, s, r ∈ \ { }. 

r ∈ \ { } r 



f x g x － g x

h x x ,

z t, s
t 
s 

,  t, s ∈ , s － ,  

 －→ 

t ,  t ∈ \ {－ },   － . 

w t c t , t ∈ 

c  

H t c t ,   t ∈ .

x ,

g x ,

,    －→ 

f, g, h 



a

g y － g x
x － g x － g y

x y

y

g y － g x . 

x k 

g y
k

g y
k y .

y k   k   k y y

x k － y k 

g  － g  － g  － g  － k .

t t ∈ 

w t t ∈  

H t t ∈  

G G f x g x

 

b f t dt a, b

f 



n

n n n n

n n n n

a x < x < · · · < x n  b 

a, b n b a 

b

f t dt '00 
a

b － a 
f x f x · · · f x  f x  f x   .

b

f t dt － 
a

b － a 
f x · · · f x  f x  f x   

K b － a 
n

,

K  {|f x |  x ∈  a, b }
f f x

b
f t dt 

a

b － a
n

f x f x · · · f x n f x n f x n .

n 

b
f t dt 

a

b － a f x f x f x .

a x b y x  x y

y
f t dt 

x

y － x f x f
x y

f y . 

x, y ∈   f 



x, y ∈ f 

g y － g x
y － x  

f x f 
x y f y ,

g f 

f x － g y x － y h x y x y , 

x, y ∈ 

g x － g y x － y f x y x y f x － y

xf y － yf x x － y g x y － g x － g y

f x － f y
h x y

x － y

x y h x － y

f x － f y x － y h x y .



xf y － yf x x － y g x y

g x y

g g x y － g x － g y

The functions f, g －→ satisfy the functional equation

g x － g y x － y f x y x y f x － y ,  

for all x, y ∈ , if and only if,

f x ax A x ,   and  g x ax xA x b, 

where A －→ is additive, a and b are  arbitrary constants. 

Proof. y 

g x xf x b, 

b g

xf x － yf y x － y f x y x y f x － y .  

x y f x 



g y yf y － yf －y b.

f －y －f y y 

y y z 

xf x － y z f y z

x － y － z f x y z x y z f x － y － z . 

y z x x y 

x y f x y － zf z

x y － z f x y z x y z f x y － z . 

xf x － zf z x y f x y － y z f y z

x y z f x － y － z f x y － z

x － y f x y z



－

x － z f x z x z f x － z

x － z f x y z x y z f x － y

x y z f x － y － z f x y － z

x － z f x y z

z －x 

xf y yf x xf y y f x － y f x y . 

u x 

u
y 
f y f u － 

u
y 
f y f u － y f u y ,  

y u y u f 

y
u 
f u f y － 

y
u 
f u f u y － f u － y .  

f u y － f u － f y
u f y f y
y
y
u 

f u － f u , 



u, y ∈ \ { }

h x
f x － f x

x
,  x . 

h f 

f u y － f u － f y uh y yh u ,  

u, y ∈ \ { }

H u, v f u v － f u － f v

f H 

H u v, w H u, v H u, v w H v, w ,  

u, v, w ∈  

w h u v － h u － h v u h v w － h v － h w ,  

u, v, w, u v, v w ∈ \ { } w v 

v h u v － h u － h v u h v － h v .



u v

v h v u － h v － h u v h u － h u . 

u h v － h v v h u － h u

h u － h u au ,  u , 

a 

h u v － h u － h v auv, 

u, v ∈ \ { }

h u v － a u v h u － au h v － av . 

A u h u － au , 

A u v A u A v ,

u, v, u v ∈ \ { }

A A u － u A u A A －u ,



A －u －A u u , A A A －

A － A － －A A －u －A u u 

u －u h 

h x ax ,  x . 

f u v － f u － f v au v auv ,

u, v ∈ \ { }

f u v － a u v f u － au f v － av ,

f u au A u ,

u ∈  f A －→ 

g 

The functions f, g －→ satisfy the functional equation

xf y － yf x x － y g x y － g x － g y



for all x, y ∈ if and only if

f x ax bx cx d,

g x －ax － bx － A x － d,

where A －→ is additive and a, b, c, d are arbitrary constants.

Proof. x yf －yg y ∈ 

y f －g y －x 

x f x f －x x g － g x － g －x ,

x ∈ 

f x f －x g － g x － g －x , 

x, y ∈   \ { } f －g

x ∈ x －x 

yf －x xf y y x g y － x － g －x － g y .  



y f x f －x

y g x y g y － x － g x － g －x － g y

x g y － x － g x － y g x － g －x , 

x, y ∈ 

y g － g x － g －x

y g x y g y － x － g x － g －x － g y

x g y － x － g x y g x － g －x ,

y g x y g y － x g x － g －x － g y － g

x g y x － g y － x － g x － g －x . 

g x g x － g

g

y g x y g y － x － g x － g －x － g y

x g y x － g y － x － g x g －x



y － x g x y x y g y － x y g x g －x

yg y － x g x － g －x . 

y －y 

－ y x g x － y x － y g －y － x

y g x g －x － yg －y － x g x － g －x . 

y x g y － x g x － y y － x g x y g －y － x

y g y g －y － y g x － g －x . 

x g x g －x

 

y x y － x y － x x y y y － y x . 

x y  



y x y － x － y － x x y x x － y . 

y x y － x x － y x － y . 

u x y v x － y 

u v v u v － u － v .

u v  

v u u u v － u － v .

u v v u

u － bu b 

g x g －x － bx .  

y x g y － x g x － y y － x g x y g －y － x

y g y g －y － x g x － g －x



x g x － g －x , 

 

x x － y y x － y x y x y x － y ,  

x, y ∈  

x － ax － A x ,  

A a 

g x －ax － bx － A x

g

g x －ax － bx － A x － d, 

d 

y f x － ax － bx － d x f y － ay － by － d ,

x, y ∈   f x － ax － bx － d cx x  



－

f －g

f x ax bx cx d,

x ∈ .

The functions f, g, h, k  －→  satisfy the functional 

equation

f x － g y x － y h x y k x k y , 

for all x, y ∈ if and only if

f x ax bx cx dx ,

g y ay by cy dy ,

h x ax bx A x d ,

k x ax bx cx － A x ,

where A －→  is an additive function and a, b, c, d, ,  are arbitrary 

constants.

Proof. x y f x g x

f x － f y x － y h x y k x k y .  



y 

f x f x h x k x k . 

y h x k x － x h y k y

x － y h x y － h x － h y － k . 

x h x k x g x －h x － k ,  

x y － y x x － y g x y － g x － g y ,  

x, y ∈  

x ax bx cx d ,

g x －ax － bx － A x － d ,

a, b, c, d

k x x g x   k



k x ax bx cx － A x . 

h x ax bx A x d － ,

d d

f x ax bx cx dx ,

 f 

It follows easily from Theorem 4.4.3 that the solution of Equa-

tion (4.4.7) is

g x ax bx cx dx 

and

f x ax bx cx d

as predicted. Note that the general solution is obtained without any regularity 

assumption on f and g.

The functions f, g, h, ,  －→  satisfy the functional

equation

f x － g y x － y h x y x x



－

for all x, y ∈ if and only if:

f x ax bx cx dx ,

g y ay by cy dy ,

h x ax bx A x d － ,

x ax bx cx A x  ,

y ay by cy － A y  － ,

where A －→  is an additive function and a, b, c, d, , ,  are arbitrary

constants.

Proof. x y f g

x y f g

f x － g y x － y h x y x x .  

f g 

x － x y － y ,

x, y ∈ 

x x － , 

 



f x － f y x － y h x y x y － .
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